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Reduksi Persamaan Dirac ke Persamaan Cauchy Nondegenerate  
 
Susilo Hariyanto
1 
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ABSTRAK---Persamaan Dirac abstrak adalah suatu sistem persamaan diferensial parsial yang memiliki 
struktur abstrak sebagai berikut  
   )(12 tV))(τmc-i(cDψ(t)
dt
d
                             
dengan massa m>0, kecepatan cahaya c>0. 
Dalam artikel ini dikaji suatu cara mereduksi persamaan dirac abstrak yang dapat dipandang sebagai masalah 
Cauchy degenerate, ke masalah Cauchy abstrak nondegenerate. Reduksi ini dapat dilakukan dengan 
memformulasikan masalah yang dibicarakan dalam ruang Hilbert H dan tranformasi T: H  H  yang 
didefinisikan sebagai fungsi berkut: 
           )(t D(D)H  T  )(t   )()( tcPPts     
 
Kata kunci: Cauchy Degenerate, Nondegenerate, Persamaan Dirac, Ruang Hilbert 
 
PENDAHULUAN 
Perhatikan masalah Cauchy abstrak,  
0)0(        ),()( zztAztMz
dt
d
   dengan 
operator M tidak harus mempunyai 
invers.Masalah Cauchy abstrak  disebut 
masalah Cauchy abstrak degenerate jika M 
tidak mempunyai invers. Masalah Cauchy 
abstrak (disebut masalah  Cauchy abstrak 
nondegenerate jika M mempunyai invers. 
Adapun dalam pembahasan ini akan 
dibicarakan kemungkinan mereduksi persa-
maan dirac abstrak 
)(12 tV))(τmc-i(cDψ(t)
dt
d
  yang 
dapat dipandang sebagai  masalah Cauchy 
abstrak degenerate ke permasalahan menye-
lesaikan masalah Cauchy abstrak non-
degenerate. 
 
KONSEP DASAR 
Setiap  penyelesaian strict masalah 
Cauchy abstrak degenerate pasti memenuhi 
z(t)   DA untuk semua t 0 , dengan 
   DA = { z(t) D(A)| 
Az(t) )( MRan }           
Dalam menyelesaikan masalah Cauchy abstrak 
degenerate diawali dengan asusmsi bahwa 
operator A,M tertutup dan terdefinisi dense. 
Hal ini berakibat operator 
A
|A
D
 tertutup. 
Karena M operator tertutup, maka  Ker 
M merupakan ruang bagian tertutup dari H. 
Misalkan P proyeksi ortogonal pada Ker M, 
akibatnya PPT 1  juga merupakan 
proyeksi ortogonal pada (Ker M)

. Karena M 
tertutup dan terdefinisi dense dalam H, maka 
M
*
 tertutup dan terdefinisi dense dalam K. 
Untuk selanjutnya misalkan pula Q proyeksi 
ortogonal pada Ker M
*
 , akibatnya 
TQ = Q-1  
juga merupakan proyeksi ortogonal pada (Ker 
M
*
)

. Dengan demikian dapat dituliskan :  
        PH= Ker M, 
TP H= )( *Ran M  , QK= 
Ker M
*
 dan 
TQ K= )(Ran M .         
Operator M injektif jika dan hanya jika 
Ker M={0}. Oleh karena itu agar 
dimungkinkan mereduksi operator M yang 
belum tentu mempunyai invers ke operator 
yang mempunyai invers terlebih dahulu 
didefinisikan operator pembatasan dari M pada  
(Ker M)
 D(M) sebagai berikut: 
  Mr = )(| rMM D , dengan 
D(Mr)= (ker M)
 D(M).               
Operator )(| rMM D =Mr mempunyai invers . 
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Misalkan   1TP {x(t)} merupakan 
bayangan invers dari x(t)  ) ( MKer  
terhadap proyeksi 
TP  yaitu 
  1TP {x(t)}={  y(t)x(t)   | y(t)Ker M}, 
)(tx ) ( MKer . Apabila diperhatikan 
himpunan   1TP {x(t)} belum tentu 
merupakan singelton. 
Selanjutnya akan didefinisikan operator 
A0 yang merupakan operator pembatas dari 
operator A pada
) ( MKer  sebagai berikut: 
 
A0{x(t)} = 
A   AT txP D )}({1  )(Ran M , untuk 
setiap x(t)D(A0) dengan,   
 
D(A0)=
    AT )}t(x{P|)MKer()t(x D1
                       
Operator A0  bernilai tunggal jika 
  AT txP D

)}({
1
 merupakan singelton. 
Untuk itu diperlukan asumsi PDADA   dan  
operator  (QAP)|PDA  mempunyai invers yang 
terbatas.Dengan asumsi tersebut , maka vektor  
z(t)H  merupakan  anggota ruang bagian DA 
apabila  z(t) 
D(A), )()()( 1 tzQAPQAPtPz T  dan 
setiap 
TPtx )( DA 
 )(ker M  menyatakan 
dengan tunggal )(tz  DA sehingga  x(t) = 
TP z(t)  dan  z(t) = (1-(QAP)-1QA) x(t). 
Selanjutnya dapat didefinisikan operator 
ZA yaitu sebagai berikut:  
                 
TT
A QAPQAPPZ
1)(   
                        
Operator  ZA  terdefinisi   pada   D (ZA)  
 TP DA.   Pembatasan  
A
T
P
AZ
D
|    adalah    1 
- (QAP)
-1
QA   pada  
TP DA  yang   merupakan   
invers   dari     proyeksi 
A
TP D|   dalam arti: 
1TAPZ    pada DA  dan   1A
T ZP ,  pada  
TP DA              
 
Jadi operator A0  dapat dinyatakan menjadi 
A0=A ZA ,pada D(A0)= 
TP DA  dan untuk 
setiap z(t)  DA diperoleh A0x(t )= Az(t) 
dengan ).()( tzPtx T                 
Operator A  tertutup dan mempunyai 
invers terbatas ekuivalen dengan operator A 
injektif dengan Ran A = K. Hal ini berakibat 
A
A D|   mempunyai invers terbatas yaitu :                  
A
A D|   : DA 
TQ K  
(
A
A D| )
-1
 : 
TQ K  DA  
Dengan demikian operator A0
-1
 = (A ZA)
-1 
= 
KTQ
T AP |1   terbatas dan terdefinisi pada 
TQ K . 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN   
Diberikan   :  H   H  operator   
involusi   uniter,  terbatas   dan  operator D : 
D(D) H H self adjoint, terdefinisi dense 
dan anti komutatif dengan  , yaitu :       
 D(D)D(D),   0 DD    pada D(D).
                                      (1)    
Diberikan pula  V : D(V)H  H operator 
simetri, terbatas relatif terhadap D dan 
komutatif dengan   ,yaitu : 
        D(V)D(V),   V  -  V = 0  pada 
D(V).                                      
(2) 
Persamaan Dirac abstrak adalah suatu 
sistem persamaan diferensial parsial yang 
memiliki struktur abstrak sebagai berikut  
 
)(12 tV))(τmc-i(cDψ(t)
dt
d
                                      
(3) 
dengan massa m>0, kecepatan cahaya c>0. 
Oleh karena  12   ( involusi) maka 
operator   mempunyai nilai eigen 1 dan atau 
–1. Untuk menghilangkan trivialitas dari 
operator  , misalkan  =1 diasumsikan bahwa 
1 dan –1 merupakan nilai eigen operator  . 
Diberikan   1
2
1
P  merupakan proyeksi 
ortogonal pada ruang Hilbert H  dengan 
definisi   HHP . Sehingga ruang 
Hilbert H dapat dinyatakan sebagai jumlahan 
langsung  kedua  ruang  eigen  H+  dan  H-  
yang saling ortogonal, yaitu H=H+  H- 
Artikel Penelitian 
Susilo Hariyanto: Reduksi Persamaan Dirac 41 
Selanjutnya dari definisi operator-operator 
 PPDV ,,,  didapat sifat-sifat hubungan 
sebagaimana tertuang dalam Lemma berikut. 
 
Lemma 1 
(i).  VP+  = P+ V,  pada D(V). 
(ii). VP- = P- V,   pada D(V). 
(iii). DP+ = P- D ,   pada D(D). 
(iv). DP- = P+  D ,   pada D(D). 
Bukti : Hanya akan dibuktikan untuk (i) dan 
(iii) sedangkan bukti untuk (ii) analog dengan 
(i) dan (iv) analog dengan (iii). 
(i). Untuk setiap )(t D(V) berlaku,  
)(tVP  =V )(
2
1
t






 
= 
)(
2
t
VV







 
= )(
2
t
VV







 
= 
)(tVP  . 
(iii).Untuk setiap )(t D(D) berlaku,  
)(tDP = D )(
2
1
t






 
= 
).()(
2
)(
2
tDPt
DD
t
DD









 





 
■ 
Diperhatikan persamaan Diract (3), 
untuk mencari penyelesaian limit non 
relativistik ( c ) terlebih dahulu 
didefinisikan tranformasi : 
 T: H  H  
   )(t D(D)HT  )(t  
   )()( tcPPts   . 
 
Oleh karena itu )t(s
c
)t( 





 
-PP . 
 
Lemma 2 
Untuk setiap )(ts D(D) berlaku : 
 
).(2)(
2
ts
c
VP
mPVPDits
c
P
P
dt
d












 

  
 
Bukti : 
Dengan tranformasi T persamaan (3) dapat dinyatakan sebagai : 
  )()1()( 2 ts
c
P
PVmccDits
c
P
P
dt
d












 

   
Akibatnya 
  )()1()( 2 ts
c
P
PVmccD
c
P
Pits
c
P
P
dt
d
c
P
P 























 





   
atau 
  )()1()( 2 ts
c
P
PVmccD
c
P
Pits
c
P
P
c
P
P
dt
d
























 





   
atau 
  )()1()( 2
2
ts
c
P
PVmccD
c
P
Pits
c
P
P
dt
d


















 



                 (4) 
Ruas kanan persamaan (4) dapat ditulis dengan : 
























 





 )()1()(
2 ts
c
P
Pmc
c
P
Pits
c
P
PcD
c
P
Pi    
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).(ts
c
P
PV
c
P
Pi 











 

                                (5) 
Penghitungan selanjutnya dikerjakan untuk masing-masing suku persamaan (5) : 
Diperhatikan suku ke-1 persamaan (5) 
  )6().t(Ds)t(sDPDP)t(s
c
DPP
DPPDPPDPcP
)t(s
c
P
DPDPPDPPDPcP)t(s
c
P
PcD
c
P
P



































 
Diperhatikan suku ke-2 persamaan (5) : 
 
  )7().t(smP2)t(smP2PPmcP2PPmcP2PPPmc2
)t(sP)1(mPP)1(mcPP)1(mcPP)1(mcP(
)t(s
c
P
P)1(mc
c
P
P
2
2
2





















 
Diperhatikan suku ke-3 persamaan (5): 
)8.4().()(
)()(
22
ts
c
VP
VPts
c
VP
c
VPP
c
VPP
VP
ts
c
P
V
c
P
c
P
VPVP
c
P
VPPts
c
P
PV
c
P
P












































Selanjut
nya Lemma dapat dibuktikan dengan persamaan 4,6,.7dan 8.■ 
Diperhatikan Lemma 2, jika  c   maka didapat : 
P
dt
d
s(t) = -i(D + V P  - 2m -P )s(t),   )(ts D(D).                                     (9) 
Persamaan ini merupakan masalah  Cauchy abstrak (3.1), dengan 
       mPVPDiA 2  dan  PM .            (10) 
Karena P  merupakan operator proyeksi self adjoint maka M merupakan operator self adjoint dan 
terbatas.  
Perlu diingat bahwa PH= MKer ,  )( MKerP T H  dan 
*MKerQ H ,  )( MKerQ T H  . Karena  PM  merupakan operator self adjoint, maka PH = 
QH = Ker M dan 
 )( MKerQP TT HH  . Disamping itu karena  PM  juga merupakan 
proyeksi ortogonal maka .)( MKerMKerPP   HHH Dengan mengingat bahwa ruang 
Hilbert H dapat dinyatakan sebagai hasil jumlahan langsung dari 
)( MKerdanMKer , serta untuk 
setiap anggota H dapat dinyatakan secara tunggal dengan anggota 
)( MKerdanMKer , maka 
berakibat  PQP  dan . PQP
TT
  
 
KESIMPULAN 
 Untuk menyelesaikan persamaan Dirac 
abstrak yang merupakan bentuk masalah 
Cauchy degenerate dapat dilakukan dengan 
terlebih dahulu mereduksi ke masalah Cauchy 
nondegenerate. Hal ini dapt dilakukan dengan 
menggunakan beberapa asumsi-asumsi yang 
dibahas dalam ruang Hilbert dan suatu 
tranformasi tertentu, sehingga dapat direduksi 
ke bentuk berikut: 
 
 P
dt
d
s(t) = -i(D + V P  - 2m -P )s(t),   
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)(ts D(D). Persamaan ini meru-pakan 
masalah  Cauchy abstrak, dengan 
   mPVPDiA 2  dan  PM , 
dimana M merupakan operator yang invertibel. 
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